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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Grundlegende Zusammenhange

2.1 Was ist eine Funktion?

Eine Funktion stellt einen Zusammenhang zwischen zwei (oder auch mehr) Grofen
dar. In diesem Skript bleiben wir bei nur zwei Gréflen. Dabei sind die Gréflen nicht
gleichberechnigt, eine Gréfle hdngt von der anderen ab.

Nebenstehend ist ein altes Sprich-

wort! als Funktionsgraph darge- Gold im Mund
stellt.? Die beiden Gréfien, die hier viel
im Zusammenhang stehen sind in

diesem Fall:

1. Die Uhrzeit

2. Die Goldmenge im Mund

Dabei ist die Uhrzeit die wun-
abhingige Grofle. Die gibt man '
vor und schaut dann in der Gra- weng — Uhrzeit
fik nach, wie grofl dabei jeweils die 0:00 6:00 12:00
abhingige Grofle — hier die Gold-

menge im Mund — wird. In der Grafik erkennt man, dass es gegen Mitternacht und
gegen Mittag relativ wenig ist, gegen 6:00 Uhr am Morgen aber viel.

Wichtig ist folgendes: Zu jedem Wert der unabhéngigen Grofle (hier der Uhrzeit)
gibt es genau einen Wert der abhéngigen Grofle (hier der Goldmenge im Mund). Um-
gekehrt muss das nicht unbedingt gelten! Suche ich mir eine bestimmte Goldmenge aus,
dann finde ich nicht eindeutig eine bestimmte Uhrzeit, die dazu passt. Meist sind es zwei
verschiedene Zeiten.

2.2 Was ist eine Lineare Funktion?

Ein Beispiel fiir eine Lineare

Funktion gehort ebenfalls zu ei- Kartoffelgrofe
nem alten Sprichwort®. Der Funk- r
tionsgraph dieser Funktion ist ne- grof
benstehend dargestellt. Man nennt
sie Lineare Funktion, weil der
Zusammenhang zwischen den bei-
den Grofle eine gerade Linie er-
gibt. In diesem Beispiel stellt der
Intelligenzquotient der Bauern die

klein

- Bauern-1Q
70 100 30

!Sie kennen das Sprichtwort:,, Morgenstund hat Gold im Mund.“

%Inspiriert hat mich dazu ein Beitrag in der Zeitschrift Stern, Heft 23/2019 und 28/2019, Rubrik
Humor.

3Wer kennt das Sprichtwort nicht:, Der diimmste Bauer hat die dicksten Kartoffeln.“
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unabhéngige und die Kartoffelgrofle die abhéingige Grofie dar.

Wie das Ganze mathematisch in den Griff zu bekommen ist, wird nun im Folgenden
dargestellt.

2.3 Aufbau der Linearen Funktion

Eine Lineare Funktion ist eine Funktion, die sich in dieser Form darstellen lasst:

y=f(x)=m-x+0b

Dabei stellen die Parameter m und b bestimmte Eigenschaften der Funktion dar, und
zwar folgende:

e m: Die Steigung der Funktion
e b: Den y-Achsenabschnitt der Funktion.
Dabei ist die Steigung wie folgt definiert:

Ay -
A 1o — 1

In dieser Formel kommen die Werte x1, y;, x2 und yy vor. Sie stellen die Koordinaten
von zwei beliebigen Punkten Pj(x1|y;) und Py(x2|ys) dar, die genau auf der Geraden
von f(z) liegen.

Nebenstehend ist die Funktion

f(z) = 2z + 1 dargestellt. Auf den y P,
ersten Blick erkennt man sofort,
dass die Gerade bei yo =1 die y-
Achse schneidet. In der Funktions-
gleichung erkennt man das daran,
dass b =1 ist. Az

at

M

o

NO

Auch die Steigung kann man am
Funktionsgraphen ablesen. Geht
man von einem beliebigen Punkt
Py eine Einheit nach rechts, dann 14 3 42 4. ¢ 1 2 4 9
gibt der Wert der Steigung an,
um wieviele Einheiten man nach
oben gehen muss. Muss man nicht
nach oben, sondern nach unten ge-
hen, dann ist die Steigung nega-
tiv.

=

H=

O

(UN]

e

an

Im vorgestellten Beispiel muss man
fiir jede Einheit nach rechts um 2
Einheiten nach oben gehen, da die Steigung der Funktion m = 2 ist.
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2.4 Nulistellenbestimmung

Will man den Abschnitt auf der z-Achse — die sogenannte ,, Nullstelle® — wissen, kan man
den entsprechenden Wert nicht sofort an der Funktionsgleichung ablesen. Man kann ihn
aber berechnen. Dies macht man, indem man den Funktionsterm gleich Null setzt und

nach x auflost:

fwo) =
25(]0-’- 1 =

2330 =

g =

2.5 Schnittpunktbestimmung

Die Bestimmung des Schnittpunktes zwei-
er Geraden zeige ich an einem Bei-
spiel. Gegeben seien die beiden Funktionen
fi(z) = =3z + 5 und fo(z) = 2z — 10.

Der Schnittpunkt S(zs|ys) ist der Punkt, der
beide Funktionsgleichungen erfiillt. Setzen
wir seine allgemeinen Koordinaten x, und
ys in die beiden Funktionsgleichungen ein,
dann erhalten wir ein Lineargleichungssys-
tem mit zwei Variablen.

Ys = _3x8+5
ys = 2xs— 10

Da beide Gleichungen nach y; aufgelost sind,
bietet sich das Gleichsetzungsverfahren
zur Losung an. Das gilt nicht nur fir die-
se Aufgabe, das ist bei Schnittpunktbestim-
mungen immer so.

—3zs+5 = 2x,—10
—ors = —15

T, = 3

Den zugehorigen Wert y, kann man beliebig mit einer der beiden Funktionen bestimmen.

Ich wihle dafiir fo(z) = 22 — 10 aus.
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Ys

fa()

Ys
Ys

f2($s)
2¢ — 10

2-3-10

—4

Schnittpunkt: S(3| —4)

2.6 Umkehrfunktion

Wenn man die ,Rollen® von = und y tauscht und dann die Gleichung neu nach y auflést,
erhiilt man die sogenannte Umkehrfunktion f~'(z). Ein Beispiel soll verdeutlichen,

was damit gemeint ist.

y = f(r)=22+1
r = 2y+1 |[-1
r—1 = 2y |:
1 1
3775 = ¢
) = te-l
2

Nebenstehend ist die eben bespro-
chene Funktion f(z) = 2z + 1 in rot
zusammen mit ihrer Umkehrfunk-
tion f~!(z) = sz — $ in blau darge-
stellt.

Schaut man sich deren Lage zuein-
ander genauer an, dann kann man
feststellen, dass sie spiegelbildlich
zueinander zu einer Achse liegen,
die den ersten Quadranten in ei-
nem 45%-Winkel teilt. Diese Ach-
se nennt man auch y = r-Achse,
weil die zugehorige Funktionsglei-
chung y = f(z) =z heiit. Sie ist
hier in der Farbe griin darge-
stellt.

| ,,Rollentausch*

NO

; y = aFAchse

(z) =22+ 1 / —

2 1 ) y X
i F e

P

no




2.7 Schnittwinkel zwischen Geraden

2.7.1 Allgemeiner Schnittwinkel

Schneiden sich zwei Geraden, dann
entsteht zwischen diesen Geraden
ein Schnittwinkel . Man kann zei-
gen, dass dieser Winkel mit nach-
folgender Formel berechnet werden
kann.
my — Me

tany = ——
1+ my - Mo
Hierbei wird davon ausgegangen,
dass m; die Steigung der Funktion
f1 und my die Steigung der Funkti-
on fy ist.

Auf den Beweis der Formel soll an /

dieser Stelle verzichtet werden. Er
kann mit Hilfe der Additionstheore-
me der Trigonometrie durchgefiihrt
werden.

Wenn m; < my ist, dann erhalten wir einen negativen Schnittwinkel. Will man das
vermeiden, dann muss man den Betrag des Bruches bilden. Wir erhalten die endgiiltige

Formel:

g

J1

o

fa

1
I

/

tan p =

my — Mo

1+m1-m2

Achtung! Will man mit dieser Formel ¢ berechnen, dann erhélt man fiir den Fall, dass
@ > 90° ist, iiber die Arcustangens-Funktion nur den kleineren Erginzungswinkel ¢*
mit p* = 180° — ¢. Dies ist immer dann der Fall, wenn der Nenner negativ wird. In

diesem Fall muss also noch umgerechnet werden.

Anmerkung: Fiir den Fall, dass my - my = —1 ist, ist der Nenner Null, der Bruch also
nicht definiert. Mit der angegebenem Formel kann daher kein Winkel berechent werden.

Dieser Fall wird im néchsten Kapitel behandelt.




Beispiel 1 Gegeben sind die beiden Funktionen:

fl(.lT) =2x—1
folz) = %a: +%

(Das sind die Funktionen aus der obigen Skizze.)

Der Schnittwinkel wird berechnet:

t =
any 1 + mq - Moy
t — 2
an o 2. %
3
t = |2
an o 5
. 3
any = o
3
© arctan 1
¢ ~ 36,87°
Beispiel 2 Gegeben sind die bei-
den Funktionen: \
fi(z) =22 —1 4
fo(z) = =3z +4 ; ;
Nebenstehend sind die beiden Funk- 3 2 :
tionsgraphen dargestellt. Wie man
gut erkennen kann, ist der gesuch-
te Winkel ¢ grofler als 90°. Dem- 2 n
nach wird bei der Berechnung der @a*
Ergénzungswinkel ¢* als Ergebnis
herauskommen. Wir werden also am t #
Ende der Berechnung den gesuch-
ten Winkel ¢ aus ¢* umrechnen
missen.
! / \ )
Wir berechnen nun den Winkel ¢*.




mp —m2
tany = |————
1+ mq - Mo
. 2—(-3)
any = |——————
7 1+2 (—3)
; 5
any = |—
7 5
¢ = arctan|— 1]
()0* — 450

Der Nenner ist negativ geworden; die Vermutung, dass der gesuchte Winkel gréfer als
90° sein muss, war also richtig. Deshalb haben wir als Ergebnis nicht den tatséchlich ge-
suchten Winkel ¢, sondern den Ergédnzungswinkel ¢* erhalten. Damit kann der eigentlich
gesuchte Winkel ¢ bestimmt werden:

@ = 180° — " = 180° — 45° = 135°
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2.7.2 Rechtwinkliges Schneiden

Wie schon im vorangehenden Ka-
pitel dargestellt, gibt es immer y
einen Schnittwinkel, wenn sich /
zwei Geraden schneiden. Ist dieser
Schnittwinkel ein Rechter Win-
kel, dann sagt man:,Die Gera- filz) =22 +1
den schneiden sich rechtwink- 1
lig.“ oder:,Die Geraden ste-
hen senkrecht aufeinander.” \

(]

:

NO

13

Man kann auch sagen:, Die Gera-
den sind zueinander orthogo- —Nl

nal fole) 4 4o - |

Nebenstehend sind die Graphen
zweier Funktionen fi(z) und fo(z)

dargestellt, fiir die diese Bedingung / i 17

o

zutrifft. Wenn man diese beiden Ge-
raden in Gedanken hin und her
dreht, dann kommt man leicht zu
folgenden Zusammenhéingen: Wenn die Gerade ¢; steigt, dann fallt die Gerade g, und
umgekehrt. Wenn die Gerade g; steiler wird, dann verlauft die Gerade g, entsprechend
flacher. Natiirlich kann man das auch durch eine Formel ausdriicken. Die Formel ergibt
sich aus der allgemeinen Schnittpunktformel aus dem vorangegangenen Kapitel. Da der
Tangens fiir einen Rechten Winkel nicht existiert (bzw. unendlich grof§ ist), ist in der
Schnittwinkel-Formel der Nenner gleich Null. Das fiihrt zu nachfolgender Formel. Sie
lautet fiir zwei Funktionen mit fi(z) = my - + by und fo(z) = mg - & + by:

Bedingung fiir Orthogonalitit: |m1 “My = —1|

Anmerkung: Diese Bedingung haben wir im vorangegangenen Kapitel ,,Schnittwinkel“
als die Bedingung kennengelernt, fiir die die gefundene Formel nicht definiert war. Der
Tangens eines Rechten Winkels ist ja bekanntlich nicht definiert. Mit dieser Bedingung
sind wir somit in der Lage, jeden Schnittwinkel zu bestimmen.
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3 Ubungsaufgaben
3.1 Aufgabe 1

Nebenstehendes Diagramm zeigt

die Funktionsgraphen zweier Funk- ] y
tionen. Die Funktion fi(x) ist rot \ 6
dargestellt, die Funktion fo(z) ist \ N :
blau. \\ A

AN 3

Bestimmen die die Funktionsglei-
chungen fi(z) und f(x) der beiden

"
NO w
v

Funktionen. Y
EERY

Berechnen Sie auch den Schnitt-

punkt S der beiden Funktionsgra- B ¥

Shen! 15 A\ 3 o R 4 \§

f2

NO

oo

s

at

3.2 Aufgabe 2

Eine Gerade hat eine Steigung von m = —0, 5 und eine Nullstelle bei xy = 12. Wie lautet
die zugehorige Funktion f(x)?

3.3 Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen f;'(z) und f;'(z) der beiden Funktionen
fi(z) = bz + 15 und fo(z) = —z + 3.

3.4 Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fi(x) der Geraden, die durch den Punkt P(3| — 2)
parallel zur Geraden mit der Funktionsgleichung fo(z) = —5z + 9 verlauft.

3.5 Aufgabe 5

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(x) der Geraden, die durch die Punkte P;(—2|5)
und P, (5] — 2) verlauft!

12



3.6 Aufgabe 6

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fi(x) der Geraden g, die die Gerade go mit der
Funktionsgleichung fo(z) = 3x — 13 an der Stelle z; = 6 rechtwinklig schneidet.

3.7 Aufgabe 7

Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der beiden Geraden g; und g, mit den zugehorigen
Funktionsgleichungen fi(z) = 122 + 5 und fo(z) = 10z — 3.

3.8 Aufgabe 8

Die drei Geraden g1, g» und gs mit fi(z) = 32+ 2, fo(zr) = —x — 6 und f3(x) =m-x —8
schneiden sich alle im gleichen Punkt. Bestimmen Sie die Steigung m in der Funktion

3.9 Aufgabe 9

Welchen Abstand hat der Punkt P(7]3) von der Geraden g; mit der Funktionsgleichung
Lésungshinweis: Bestimmen Sie dazu die Funktionsgleichung fo(z) der Geraden gy durch
P senkrecht zur Geraden g .

3.10 Aufgabe 10

Die Gerade g verlduft in der Mitte zwischen den Punkten P;(1| — 5) und P»(—5|7) hin-
durch und schneidet ihre Verbindungslinie rechtwinklig. Wie lautet die zugehorige Funk-
tionsgleichung f(x)?

13



3.11 Aufgabe 11

Silke zieht in die erste eigene Wohnung. Nun sucht sie nach einem fiir sie giinstigen Tarif
fiir elektrischen Strom. Sie fragt zwei Freunde.

Peter sagt:,, Ich zahle eine jéhrliche Grundgebiihr von 44,00 € sowie 0,23 € fiir jede ver-
brauchte Kilowattstunde.*

Paul sagt:,Meinen Tarif kenne ich nicht genau, aber im letzten Jahr habe ich fiir
1450 kWh 370,00 € bezahlt und im vorletzten Jahr fiir 1350 kWh 350,00 €.

1. Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Jahresenergieverbrauch F und den
jéhrlichen Kosten K fiir beide Tarife im Bereich zwischen 0 und 3000kWh in
einem Koordinatensystem dar. Dabei stellt die waagerechte Achse (gern auch z-
Achse genannt) den Jahresenergieverbrauch E und die senkrechte Achse (gern auch
y-Achse genannt) die Jahreskosten K dar.

2. Bestimmen Sie zeichnerisch den Jahresverbrauch, bei dem beide Tarife gleich
teuer sind.

3. In welchem Bereich des Jahresverbrauches ist Peters Tarif und in welchem ist Pauls
Tarif giinstiger?

4. Bestimmen Sie aus den angegebenen Daten die Funktionsgleichungen:

K=f(E) wd K= fyE)

5. Berechnen Sie mit Hilfe der Funktionsgleichungen den Jahresverbrauch, bei dem
beide Tarife gleich teuer sind.

6. Vergleichen Sie das berechnete Ergebnis mit dem zeichnerisch ermittelten Ergebnis.

14



3.12 Aufgabe 12

Lisa und Fiona wohnen im selben Haus und besuchen die selbe Schule, die 2,4 km vom
Wohnhaus entfernt liegt. Lisa geht mit einer Geschwindigkeit von 6 1% zu Fuf} zur Schu-
le, Fiona nutzt das Fahrrad mit einer Geschwindigkeit von 18 kTm Lisa lauft um 8:00 Uhr
los. Fiona steigt um 8:14 Uhr auf das Fahrrad.

1. Stellen Sie in einem Koordinatensystem den zuriickgelegten Weg als Funktion der
Zeit fiir Lisa und Fiona dar!

2. Klédren Sie zeichnerisch die Frage, ob Fiona Lisa noch vor Erreichen der Schule
iitberholt. Falls das der Fall ist, um wieviel Uhr und in welcher Entfernung von der
Schule passiert das?

3. Stellen Sie fiir Lisa und Fiona die Funktionsgleichung auf, die den zuriickgelegten
Weg s als Funktion der Zeit ¢ darstellt.

s = [(t)

4. Bestimmen Sie rechnerisch den Zeitpunkt und die Entfernung von der Schule, an
dem Fiona Lisa iiberholt.

3.13 Aufgabe 13

Nebenstehend sind von

drei Schiilern die Weg- 4]
Zeit-Diagramme darge- :1
stellt. An der Weg-Achse T Bedte
ist der Abstand von der 2.5 4 | Fabian
Schule eingetragen. iy N
.U

Erzéhlen Sie zu jedem 1.
Schulweg, was dort pas-

. ]
siert. T \
x

<t
|
T

D

=

0.5 + i T

0
J

2|
B

—0.5 1 t 10

Weitere Ubungsaufgaben sind hier zu finden:

https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/linfkt2.pdf
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4 Lésungen der Ubungsaufgaben

4.1 Aufgabe 1

Nebenstehendes Diagramm zeigt
die Funktionsgraphen zweier Funk-
tionen. Bestimmen die die Funkti-
onsgleichungen fi(x) und fy(z) der
beiden Funktionen.

Berechnen Sie auch den Schnitt-
punkt S der beiden Funktionsgra-
phen!

Lésung: Beginnen wir mit der
Funktion f;. Die allgemeine Form
lautet:

filx)=m-xz+0b

Zwei Punkte, deren Koordinaten
man gut ablesen kann, sind bei-
spielsweise die Punkte P (—4|6) und
P»(0]3). Wenn man von P; nach P,
geht, muss man 4 Einheiten nach
rechts und 3 Einheiten nach unten

y
P, i
N
AR ;
9 P2
\ 2 N
i RN
T N
5 —4\—3 2 41 ¢ 1 4N

f2

NO

oo

s

at

gehen. Damit ist Az =4 und Ay = —3. Wir erhalten also:

_Ay_—?)_ 3

M=Ar T 4 1

Der Parameter b ist der Abschnitt auf der y-Achse, den man mit yy = 3 ablesen kann.
Eingesetzt in die allgemeine Form erhalten wir:

fi()

_ 3
——Z$+3

Auch fiir f, kann man die Steigung gut ablesen. Mit jeder Einheit, die wir nach rechts
gehen, geht man 3 Einheiten nach unten. Damit ist Az = 1 und Ay = —3. Wir erhalten
also m = —3. Die Funktionsgleichung sieht damit so aus:

=-3z+b

Den Abschnitt auf der y-Achse kann man nicht ablesen, er liegt auflerhalb des darge-
stellten Diagramms. Daher setzt man von einem beliebigen Punkt, dessen Koordinaten

16



man gut ablesen kann, diese in die Funktionsgleichung ein und bestimmt damit den
Parameter b. Ich wihle hierzu den Punkt P3(—4|1) aus.

y = —3rx+b

1 = =3-(—-4)+0b

1 = 12409 | — 12
b = —11

Den gefundenen Wert fiir b setzen wir in die Funktionsgleichung ein und erhalten fs.

fo(z) = -3z - 11

Was noch fehlt, ist die Bestimmung des Schnittpunktes. Wie geht das?

Der Schnittpunkt S(zs|ys) ist der Punkt, der beide Funktionsgleichungen erfiillt. Set-
zen wir seine allgemeinen Koordinaten x, und y;, in die beiden Funktionsgleichungen ein,
dann erhalten wir ein Lineargleichungssystem mit zwei Variablen.

3
Ys = _Zl‘s +3
Ys = —3drg— 11

Da beide Gleichungen nach 3, aufgelost sind, bietet sich das Gleichsetzungsverfahren*
zur Losung an. Das gilt nicht nur fiir diese Aufgabe, das ist bei Schnittpunktbestimmun-
gen immer so.

—st—i—?) = —3xs—11 |+3z,—3
12 3
sz—zxs = —14
sz = —14 -5
56
Ty = ey

Anmerkung: In der Regel ist es sinnvoll, beim Losen einer Gleichung mit Briichen die
Gleichung sofort mit dem Hauptnenner zu multiplizieren. Dann fallen alle Briiche
weg. In unserem Beispiel sihe das so aus:

3
_Zx8+3 = —3zs—11 |-4
—3x,+12 = —12x,—44 |+12:E5—12
9r, = —56 19
56
Ty = ——
9

4Einzelheiten zum Gleichsetzungsverfahren siehe hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/lingl.pdf
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Den zugehorigen Wert y, kann man beliebig mit einer der beiden Funktionen bestimmen.
Ich wéhle dafiir fo(x) = —3x — 11 aus.

Ys = fQ(xS)
fo(x) = —3z—11
56
s = —3-|—]—11
= o (-7)
_ 5633
3 3
23
Ys = 3
S (-%1%)

18



4.2 Aufgabe 2

Eine Gerade hat eine Steigung von
m = —0,5 und eine Nullstelle bei
xo = 12. Wie lautet die zugehorige
Funktion f(x)?

_\]Q<

@

(@5

Lésung: Die Normalform fiir die
Lineare Funktion lautet:

Ny

Q

flz)=m-x+0b

NO

=

Mit der angegebenen Steigung
m = —0,5 lautet die Funktionsglei- Zo
chung;: ) 9 A

P

U

flx)=—=0,5-z+b

Wir miissen nur noch b bestimmen.
Das geht, indem wir die Koordinaten der Nullstelle NV(12]0) in die Funktion einsetzen
und dann nach b auflgsen.

f(ffo) =
—-0,5-1240b =
—6+b =

b

|+ 6

o O O O

Wir setzen die gefundenen Werte in die Normalform ein und erhalten die gesuchte Funk-
tionsgleichung:

fx)=-0,5-2+6
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4.3 Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Umkehrfunk-
tionen f;'(z) und f;'(x) der bei-
den Funktionen fi(z) =5z + 15 und
folz) = —x + 3.

L6ésung: Beginnen wir mir f;. Wenn
man die ,Rollen” von x und y tauscht
und dann die Gleichung neu nach
y auflost, erhélt man die sogenannte

Umkehrfunktion f~'(z).
y=>5r+15

Wir machen den Tausch von z und y
und 16sen nach y auf.

r = by+15 |—15

x—15 = by |:5
! 3
58 =
= —x-3
Y 53;

fil(@) = %x -3

Es folgt die Berechnung der Umkehr-
funktion von fs.

T

H

S

(WY
M

[y
S

Ha

/
/

\k\ y =|x-Afhse

P

y=—-x+3

Wir machen den Tausch von x und y und l6sen nach y auf.

r = —y+3 |+y
r+y = 3 | —x

y = —xr+3

fo'(z)=—z+3

Anmerkung: Die Umkehrfunktion f;*(z) ist identisch mit der urpriinglichen Funktion

fo()!
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4.4 Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung

fi(z) der Geraden, die durch den y
Punkt P(3] —2) parallel zur Ge- \\ 18
raden mit der Funktionsgleichung +6
fo(x) = =5z + 9 verlduft. 14 -

.

Losung: Wenn zwei Geraden paral-

AL

J/ //

lel verlaufen, dann haben sie die glei- l:\
che Steigung. Die Steigung fiir fi(x) e
kann also direkt aus fo(x) mit m = —5 P
iibernommen werden. 4
9
fl (.CE) = —bdxr + b Jay
Zur Bestimmung von b setzen wir die =12 T
Koordinaten des gegebenen Punktes in
die Funktionsgleichung ein.
y = —dr+0b
-2 = —=5-3+%b
-2 = —15+b |+15

13 =0

filz) = =5z + 13
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4.5 Aufgabe 5

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung
f(z) der Geraden, die durch die Punk- y
te P1(—2]5) und P(5| — 2) verlauft!

[@p)

Ot

L6ésung: Zu dieser Aufgabe gibt es
zwei grundsétzlich verschiedene Lo-
sungsmoglichkeiten. Ich stelle sie nach-
einander dar.

1) NG

Qo

NO

Losungsweg 1: f
In die allgemeine Form der Funk-
tionsgleichung f(x) =m -z +b setzt
man nacheinander die Koordinaten
beider Punkte ein und erhilt ein B
Lineargleichungssystem zweiter Ord-
nung. In diesem Beispiel soll dieses mit
dem Subtraktionsverfahren gelést wer-
den.

=

P

\&}

o

m-(=2) +b = 5

M)
(2) m-5 +b = -2
(1) —2m +b =5 |-
(2) bm +b = =2 |
™m = -7 |:7
m = -1

Das Ergebnis setze ich in Gleichung (1) ein:
—2-(-1)+b =5

24b = 5 |—2
b = 3

flz)=—x+3

Lisungsweg 2:
Aus den Koordinaten der beiden Punkte kann mit Hilfe der Definition der Steigung
direkt m bestimmt werden.
Ay yp—yn —2-5 T
m

=—= = =—=-1
Ar  x9—x1 5—(-2) 7

Damit erhalte ich die Funktionsgleichung in dieser Form:

flz)=—xz+b
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Um b zu bestimmen, setze ich die Koordinaten des Punktes P, in diese Gleichung ein:

5 = —(=2)+0b

5 = 2+b | —2

3 =0
flz)=—-x+3
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4.6 Aufgabe 6

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung

fi(z) der Geraden g¢;, die die Ge- y
rade g mit der Funktionsgleichung
fa(z) =3z — 13 an der Stelle x5 =16 T ‘
rechtwinklig schneidet. ] £ /

Qo

@)

(@]
U

Losung: Die Bedingung fiir recht-
winkliges Schneiden lautet:

s
T~

w2

f2

m1~m2:—1

\&}

Damit kénnen wir die Steigung fiir f;

=
\

bestimmen. 8
X
41 0 4
mq - Mo = -1 11 ] b
mq - 3 = —1 | 03
1
m; = —5
1

Die Geraden schneiden sich bei 2, = 6.
Den zugehorigen y-Wert kénnen wir aus der Funktionsgleichung f>(x) bekommen.

ys = fa(xs) =3-6—-13=5

Jetzt konnen wir die Koordinaten des Schnittpunktes in die Funktionsgleichung von
f1(z) einsetzen, um b zu bestimmen.

1
fl(xs) = —gﬂfs‘i‘b
= L 6+0b
_— _5. +
= —2+40b | +2
7T =0
1

24



4.7 Aufgabe 7

Bestimmen Sie den Schnittpunkt S
der beiden Geraden g; und g, mit
den zugehorigen Funktionsgleichungen

fi(z) =12z + 5 und fo(z) = 10z — 3.

L6ésung: Zur Schnittpunktbestimmung

konnen die beiden Funktionsterme
gleichgesetzt werden. Dadurch erhélt
man den x-Wert xg des Schei-
telpunktes S. Den zugehorigen y-
Wert yg findet man anschlieBend, in-
dem man xg in eine der beiden
Funktionsgleichungen fiir x einsetzt.
Hierzu habe ich mir fi(x) ausge-
sucht.

NN

" f

Vi

V%

fl(xs) = f2(x8>

122, +5
21

Ys = fl(x5>
= 12-(-4)+5
Ys = —43

10z, — 3
-8
r, = —4

Schnittpunkt: S(—4| — 43)

25
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4.8 Aufgabe 8

Die drei Geraden g;, g» und g3 mit
fi(z) =3z 42, folx)=—2—6 und
fs(x) =m-x —8 schneiden sich al-
le im gleichen Punkt. Bestimmen
Sie die Steigung m in der Funktion

Wir bestimmen zunichst die Ko-
ordinaten des Schnittpunktes durch
Gleichsetzen der Funktionsterme von

fi(z) und fo(z).

fl(xs) =
3rs + 2
4dx,
Ty =

Ys =

Ys =

Die Koordinaten des gefundenen Schnittpunktes S(—2| —4) setzen wir nun in f3(z) ein

und losen nach m auf.

= [\ (%]
\
T

P~

I3

No

ANL/

oo

N

Ot

fi(ws)
3-(—2)+2
—4

Ys = fS(xs)

—4 = m-(—?)—8 |+2m+4
2m = —4 | 12

m = —2

Steigung: m = —2
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4.9 Aufgabe 9

Welchen Abstand hat der Punkt
P(7]3) von der Geraden g¢; mit der y /
Funktionsgleichung f;(z) = %x + 207

\Y)
\)

o &

\
Na)
=

L6ésung: Zur Losung bestimmen wir
die Funktionsgleichung fo(z) der Ge-

NaaN

raden g, durch P senkrecht zur Ge- Jro
raden ¢;. Danach wird der Schnitt- / 14
punkt S zwischen f; und f; wird be- /
stimmt. Anschlieffend kann die Stre- 12
cke PS mithilfe des rechtwinkligen / nn
Dreiecks aus der Strecke PS, Az < _ g i
und Ay berechnet werden. Das gan- hisi S
ze fithren wir nun Schritt fiir Schritt \\
durch. /' Ay = ~
. . . . 4 T~ P

Die Geradengleichung dieser Funktion / o e L
lautet fo(x) = my - x + b. Die Steigung 7 21— s pum:
erhalten wir iiber die Bedingung fiir 4
rechtwinkliges Schneiden mit der Ge- d6 44 22 0 2 4 6 8 10 %
raden g¢;. 2

my Mo = —1

12 _ o1 5

5T S

my = —1—2

Den Parameter b erhalten wir, indem wir die Koordinaten des Schnittpunktes in fo
einsetzen und die Gleichung nach b auflosen.

f2(xp) = Yp
5
35+b = 3 |+35
12 - 12
, 71
12
fala) = ot
e DD
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Nun bestimmen wir den Schnittpunkt S(zs|ys) zwischen den beiden Geraden. Dazu
setzen wir die beiden Funktionsterme gleich.

i (ZES) = fow)
12 00 — 5 71 60
g«rs + — _Exs + E | *
1442z, + 1200 = —2bx,+ 355 | + 252, — 1200
169x, = —845 | : 169
Ty = —9D
Ys = f1($8)
12
Ys = E . (—5) + 20
ys = 8

Mit dem gefundenen Schnittpunkt S(—5|8) und dem gegebenen Punkt P(7|3) kann nun
der gesuchte Abstand bestimmt werden. Er ist identisch mit der Lénge der Strecke PS.
Zeichnet man zwischen P und S ein Steigungsdreieck fiir g, dann erkennt man, dass die
Strecke PS aus Az und Ay mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden kann.

(PS)*
PS

PS

= (Az)’ + (Ay)®
= V(Az)’ + (Ay)

= \/(IS — )% + (Ys — Yp)?

= /(-5 —T7)2+(8—3)?
= 144+ 25
= 13

Abstand: 13 Léangeneinheiten
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4.10 Aufgabe 10

Die Gerade g verlduft in der Mitte zwischen
den Punkten P;(1|—5) und P»(—5|7) hindurch

CO(<

und schneidet ihre Verbindungslinie rechtwink- P

lig. Wie lautet die zugehorige Funktionsglei- L

chung f(x)? A

@)

L6ésung: Der Losungsweg konnte folgender- \

mafien aussehen: \

v
NO

Die gesuchte Gerade muss auf der Verbindungs- \

linie P, P, senkrecht stehen. Man bestimmt al- e
so die Steigung m, der Verbindungslinie P, P,

und berechnet daraus mit Hilfe der Formel fiir — —4 =42 N 0 4

-

rechtwinkliges Schneiden die Steigung m der

gesuchten Funktionsgleichung. Dann bestimmt \

man den Mittelpunkt M zwischen P, und Ps. \

e
-

Das kann man durch Mittelwertbildung der

Koordinaten machen. Da der Mittelpunkt M .
einen Punkt der gesuchten Geraden darstellt,

>

kann man seine Koordinaten in die Geraden-
gleichung einsetzen, um damit den noch fehlen-
den Parameter b zu bestimmen. Diese Schritte
fithren wir nun der Reihe nach durch.

Die Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten hat die Steigung m,,, die wir berech-
nen konnen. Daraus lisst sich dann die Steigung m der gesuchten Funktion bestimmen.

_Ay:yQ—yl _T—(-5) 12

v T A — ————2
mn Ar 19— 1 -5—-1 —6
my-m = —1
—2-m = -1 |- (=2)
B 1
m =3
1
= flx) = §x+b

Um den noch unbekannten Parameter b zu bestimmen, bendtigen wir eine weitere Bezie-
hung. Bekannt ist, dass die gesuchte Gerade genau in der Mitte zwischen den Punkten
P, und P, hindurch geht. Wenn wir die Koordinaten dieses Punktes — nennen wir ihn
M (zplyn) — in die Funktionsgleichung einsetzen, erhalten wir b. Da der Punkt M in
der Mitte zwischen den Punkten P, und P, liegt, stellen seine Koordinaten x,; und y,,
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das Arithmetische Mittel zwischen den entsprechenden Koordinaten von P; und P, dar.

T+ o
T =
M 2
1+ (-5H)
Typy = 5
Ty = —2
ity
Y = 5
—5+4+7
Yym = 5
yvy = 1
Ym = f($M)
1
1 = —1+b |+1
2 = b
1
flz) =gz +2
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4.11 Aufgabe 11

Silke zieht in die erste eigene Wohnung. Nun sucht sie nach einem fiir sie giinstigen Tarif
fiir elektrischen Strom. Sie fragt zwei Freunde.

Peter sagt:,, Ich zahle eine jéhrliche Grundgebiihr von 44,00 € sowie 0,23 € fiir jede ver-
brauchte Kilowattstunde.*

Paul sagt:,Meinen Tarif kenne ich nicht genau, aber im letzten Jahr habe ich fiir
1450 kWh 370,00 € bezahlt und im vorletzten Jahr fiir 1 350 kWh 350,00 €.

1. Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Jahresenergieverbrauch F und den
jéhrlichen Kosten K fiir beide Tarife im Bereich zwischen 0 und 3000kWh in
einem Koordinatensystem dar. Dabei stellt die waagerechte Achse (gern auch z-
Achse genannt) den Jahresenergieverbrauch E und die senkrechte Achse (gern auch
y-Achse genannt) die Jahreskosten K dar.

2. Bestimmen Sie zeichnerisch den Jahresverbrauch, bei dem beide Tarife gleich
teuer sind.

3. In welchem Bereich des Jahresverbrauches ist Peters Tarif und in welchem ist Pauls
Tarif giinstiger?

4. Bestimmen Sie aus den angegebenen Daten die Funktionsgleichungen:

K=f(E) wd K= fyE)

5. Berechnen Sie mit Hilfe der Funktionsgleichungen den Jahresverbrauch, bei dem
beide Tarife gleich teuer sind.

6. Vergleichen Sie das berechnete Ergebnis mit dem zeichnerisch ermittelten Ergebnis.

L6ésung: Zu Punkt 1:

Beim Eintragen beginnen wir mit Pe-
ters Tarif. Bei einem Energieverbrauch
von O0kWh ist nur die Grundgebiihr
von 44€ zu zahlen. Somit haben wir
den Punkt P;(0]44), der rechts einge-
tragen wurde. Dieser Punkt stellt den
Abschnitt auf der K-Achse (y-Achse)
dar.

Ran|=

a

NS
D
D

o
D
D

[\
D
D

i
D
D

Py

5(1)0 1000 1500 2000 23500 3000E
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Man kénnte nun einen weiteren Punkt er-
halten, indem man waagerecht eine Kilo-
wattstunde nach rechts und entsprechend
0,23 € nach oben geht. Leider liegen die-
se beiden Punkte viel zu dicht nebenein-
ander. Daher empfiehlt es sich, groflere
Schritte zu machen. Im Beispiel rechts
bin ich 1000kWh nach rechts und ent-
sprechend 0,23€-1000=230<€ nach oben
gegangen. Dann lande ich im Punkt
P,(1000(274). Durch P, und P, kann
nun eine Gerade eingezeichnet werden, an
der die Jahreskosten fiir jeden beliebigen
Energieverbrauch zwischen 0 und 3000
Kilowattstunden abgelesen werden kann.

Nun kommt der zweite Tarif ins Spiel.
Bekannt sind zwei unterschiedliche Jah-
resverbréauche sowie die zugehorigen Kos-
ten. Die Daten konnen als P3(1450|370)
und P,(1350|350) eingetragen werden.
Leider liegen diese Punkte recht dicht
nebeneinander, so dass es etwas schwie-
rig wird, die zugehorige Gerade einzu-
zeichnen. Versucht man es dennoch, dann
erhdlt man die eingezeichnete blaue Li-
nie als Funktionsgraphen fiir Pauls Ta-
rif.

Zu Punkt 2:
Der Jahresverbrauch, bei dem beide Tari-
fe gleich teuer sind, wird am Schnittpunkt

K
e //
600 ’/
ouU //PQ
200 ////,
@
5?0 1000 1500 2000 2500 3000E_
kWh
K
s
[RVAY) / /
PeTaYal /| /
ovu //
500 %
£ AVAY) P3

w
D
D

[\
D
D

W

i
D
D

vt

00 15

5?0 10

00

2

00 23500

3

der beiden Geraden abgelesen. Weil sich die beiden Geraden nur wenig unterscheiden,
ist eine genaue Ablesung fast unmoglich. Man erkennt aber, dass er irgendwo zwischen
einem Jahresverbrauch von 1000 und 1500 Kilowattstunden liegen muss.

Zu Punkt 3:

Im Bereich unterhalb des Jahresverbrauches nach Punkt 2 verlauft die rote Gerade
unterhalb der blauen. Daher ist hier Peters Tarif der giinstigere. Bei einem grofien Jah-
resverbrauch verlduft die blaue Gerade unterhalb der roten, hier ist also Pauls Tarif der

giinstigere.
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Zu Punkt 4:

Wie wir gesehen haben, ist eine genaue Ablesung recht schwierig. Es lohnt sich also, das
Problem rechentechnisch zu 16sen. Dazu benétigen wir zunéchst die beiden Funktions-
gleichungen.

In der Rechnung werden alle Energieen in Kilowattstunden angegeben und alle Kosten
in Euro. Mit dieser Vereinbarung kann ich die Einheiten in der Rechnung der Einfachheit
halber weglassen.

Beginnen wir mit Peters Tarif. Die Normalform der Funktionsgleichung fiir die zu-
gehorige Lineare Funktion lautet:

K=fW)=m-W+5b

Die Parameter m und b miissen bestimmt werden. Sehr einfach geht das mit dem Para-
meter b, denn er ist immer der Abschnitt auf der senkrechten Achse, hier also die Kosten
fiir einen Verbrauch von 0. Das ist die Grundgebiihr von 44 €. Es ist also:

b=44

Der Parameter m stellt die Steigung der Geraden dar. Es gilt allgemein in einem Stei-
gungsdreieck, das man an die Gerade legt:

— 2% der hier entsprechend: m — ~
m—A_x oder nier entsprecnenda: m—m

Wé&hlt man fiir Az (bzw. hier fiir AW) die 1, dann gibt der Zéhler des Bruches direkt
m an. Da ich fiir jede einzelne verbrauchte Kilowattstunde 0,23 € bezahlen muss, stellt
dieser Wert direkt die Steigung m dar:

m = 0,23

Damit erhalten wir die erste Funktionsgleichung:

K=f(W)=023 W +44

Jetzt fehlt noch die zweite Funktion. Die Normalform lautet:
K=fW)=m-W+1b

In dieser Funktion stellen die Parameter m und b natiirlich andere Werte dar, als in der
ersten Funktion.

Bekannt sind die beiden Punkte P;(1450|370) und P4(1350|350), wie bereits unter Punkt
1 beschrieben. Erinnern wir uns an die Definition der Steigung:

_ Y der hier entsprechend: m — S5
m—A_x oder nier en SpreC enda. m—m
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Setzen wir die Koordinaten der beiden bekannten Punkte ein, erhalten wir:

_ AK

N
Ky K
Wy — W
350 — 370
1250 — 1350
=20

—100
m = 0,2

Mit diesem Wert fiir m konnen wir die Funktionsgleichung schon etwas konkretisieren:
K=f(W)=02-W+b

Jetzt bendtigen wir nur noch den Parameter b. Dazu setzt man einfach die Koordinaten
eines bekannten Punktes fiir K und W ein. Man erhilt eine Gleichung, mit deren Hilfe
man b berechnen kann. Ich wéhle willkiirlich die Koordinaten des Punktes Ps(1450|370).
(Moglich wiren aber genau so gut auch die Koordinaten des anderen bekannten Punk-
tes.)

Kz = fo(W3)

Ky = 02-W3+0b

370 = 0,2-1450+0b

370 = 290+0 | — 290

80 = b

Mit diesem Wert fiir b kann nun die zweite Funktionsgleichung angegeben werden:

K= f,(W)=10,2-W + 80

Zu Punkt 5:

Die Koordinaten der Schnittpunktes — also den Jahresverbrauch, bei dem beide Tarife
gleuch teuer sind — erhélt man, indem man die Funktionsterme gleichsetzt. Diesen
Jahresverbrauch nenne ich Fg.

fi(Es) = fa(Es)
023 -Wsg+44 = 02 -Wg+80 |—0,2-Wg—44
0,03-Wg = 36 | : 0,03
Ws = 1200

Ergebnis: | Bei einem Jahresverbrauch von 1200 kWh sind beide Tarife gleich teuer.

Zu Punkt 6:
Der berechnete Wert passt zum abgelesenen Wert, ist aber genauer bestimmbar.
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4.12 Aufgabe 12

Lisa und Fiona wohnen im selben Haus und besuchen die selbe Schule, die 2,4 km vom
Wohnhaus entfernt liegt. Lisa geht mit einer Geschwindigkeit von 6 1% zu Fuf} zur Schu-
le, Fiona nutzt das Fahrrad mit einer Geschwindigkeit von 18 kTm Lisa lauft um 8:00 Uhr
los. Fiona steigt um 8:14 Uhr auf das Fahrrad.

1. Stellen Sie in einem Koordinatensystem den zuriickgelegten Weg als Funktion der
Zeit fiir Lisa und Fiona dar!

2. Klédren Sie zeichnerisch die Frage, ob Fiona Lisa noch vor Erreichen der Schule
iiberholt. Falls das der Fall ist, um wieviel Uhr und in welcher Entfernung von der
Schule passiert das?

3. Stellen Sie fiir Lisa und Fiona die Funktionsgleichung auf, die den zuriickgelegten
Weg s als Funktion der Zeit ¢ darstellt.

s = [(t)

4. Bestimmen Sie rechnerisch den Zeitpunkt und die Entfernung von der Schule, an
dem Fiona Lisa iiberholt.

Losung: Man muss sich zunéchst iiber einige Details zum Koordinatensystem Gedan-
ken machen. Man kann an die (waagerechte) Zeitachse Uhrzeiten schreiben, oder auch
bei 0 beginnende Zeiten in einer passenden Einheit. Beides ist moglich. Vorab ist aber
die Frage zu kldren, welche Einheit man wohl fiir die Zeit nehmen sollte. Bei der Einheit
der angegebenen Geschwindigkeiten kommt die Stunde vor (Kilometer pro Stunde).
Von daher bietet sich die Einheit ,,Stunde® an. Andererseits sagt die Lebenserfahrung,
dass man solche Wege nicht im Stundenbereich zuriicklegt, sondern eher im Minutenbe-
reich. Daher wahle ich hier die Minute zur Skalierung. Wenn man das so macht, dann
ist es sinnvoller, die Zeitachse nicht bei 8 : 00 h beginnen zu lassen, sondern bei der 0
fiir 0 Minuten. Fiir die zuriickgelegte Wegstrecke kann man Kilometer oder auch Meter
verwenden.

Ich entscheide mich willkiirlich fiir die Zeiteinheit Mlinuten und die Wegstreckeneinheit

Kilometer. Die Zeitachse beginnt bei 0, wenn Lisa das Haus verlésst. Der Startzeitpunkt
fiir Fiona liegt dann bei ¢ = 14 min.
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Nebenstehend ist ein ge- | |_s
eignetes Koordinatensys-
tem dargestellt.

b
(S5
|
T

fan)

Beginnen wir mit der
Lauferin Lisa. Sie star- | 1.4 4
tet um 8:00 Uhr. Im
Diagramm gehort da- "o
zu der Zeitpunkt t = 0.
Da zu diesem Zeitpunkt | 0.5 +
auch noch kein Weg
zuriickgelegt wurde, ist 17
auch s = 0. Wir erhalten 1 i ) 10 15 20 20 | i
demnach als Startpunkt 0.5

den rot eingezeichneten

Punkt P;(00).

In einer Stunde legt sie 6 Kilometer zuriick. Das sagt die Geschwindigkeitsangabe 6
Kilometer pro Stunde. Der Versuch, diesen Punkt einzutragen, schlagt aber fehl. Eine
Stunde sind 60 Minuten, das ist jenseits des dargestellten Bereiches. Auch 6 Kilometer
passt nicht ins dargestellte Diagramm.

Man kann nun entwe-

der die Zeit fiir einen 4
kiirzeren Weg, oder den 25 1
Weg fiir eine kiirzere ///
Zeit ausrechnen. Alter- |99
nativ kann man auch die ///
Einheit Kilometer pro | 1.5 + W
Stunde in Kilometer pro ///
Minute umrechnen. Al- ne i
les ist moglich und auch /// i
sinnvoll. 0.9 1+ 1
P

. . . /
Beispielhaft mochte ich 9 7
den Weg ausrechnen, der 1 i 10 15 20 25 | min
in 10 Minuten zuriickge- +0.9

legt wird. Das ist ein

Sechstel einer Stunde. Somit legt man auch ein Sechstel von 6 Kilometern zuriich. Das
ist ein Kilometer. Ich erhalte damit den Punkt P,(10[1). Den kann ich eintragen und
die Gerade einzeichnen. Die Gerade endet iibrigens bei 2,4 Kilometern, denn da ist
Lisa in der Schule angekommen. Wie auch immer man es macht, man kommt zu der rot
eingezeichneten Gerade, an der man nun ablesen kann, wie weit Lisa nach welcher Zeit
gekommen ist.
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Nun kommt Fiona mit o
ihrem Fahrrad ins Spiel. ;%ﬂ_-
Sie fihrt um 8:14 Uhr ///
los, also zum Zeitpunkt |99
t =14. Diesen Punkt ///
nenne ich P;(14/0). Die | 1.5 + pd
Null beruht darauf, dass ///
Fiona zu diesem Zeit- - ;
punkt gerade erst losfahrt, /// I
also noch keinen Meter | (0.5 + 17
. . L
weit gekommen ist. P i
Jetzt fehlt moch ein f o 10 15 20 % |
weiterer Punkt, damit ~0.5

die Gerade eingezeichnet

werden kann. Wie schon bei der Léauferin Lisa kann man bei der Fahrradfahrerin Fiona
keinen Punkt bei einer Stunde bzw. 18 Kilometern eintragen. Man muss auch hier auf
eine kiirzere Zeitspanne oder einen kiirzeren Weg umrechnen.

Zur Abwechslung rech-

nen ich hier die Ge- 4
schwindigkeitseinheit kTm Q,én--
i % umrechnen. Das & ///
geht beispielsweise so: 2.0
L
L
km km e
855 = 18 60 min 15 1 pd /
60 min //
= 073% -4
L1 | Hy
. . /
Demnach kann ich ein 051 P
. . o . e
Steigungsdreieck mit ei- P
nem Schritt nach rechts 4 L s
und 0,3 Schritten nach By s 10 15 20 % ==
oben einzeichnen. Weil 0.4 1

das etwas klein ist, wéhle
ich 5 Schritte nach rechts
und somit 5-0,3=1,5
Schritte nach oben. So erhalte ich den Punkt P;(19]1,5) und kann die Gerade einzeichnen.

An diesem Diagramm kann ich nun am Schnittpunkt S ablesen, wann und wo Fiona Lisa
iiberholt. Das passiert zum Zeitpunkt ¢, = 21 min am Ort s, = 2,1 km. Dieser Ort liegt
0,3km (oder 300 Meter) vor der Schule. Die Uhrzeit, die dazu gehort, wire 21 Minuten
spater als 8:00 Uhr, also 8:21 Uhr.
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Nun geht es um die zugehorigen Funktionsgleichungen. Als Lineare Funktionen haben
sie diese Form:
s=ft)y=m-t+0b

wobei die Parameter m und b noch zu bestimmen sind.

Vorab mochte ich festlegen, dass alle Strecken in der Einheit Kilometer und alle Zeiten
in der Einheit Meter angegeben werden sollen. Dann kann ich innerhalb der Rechnung
die Einheiten weglassen.

Beginnen wir bei der Lauferin Lisa. Ich nenne die zugehorige Funktion f;(¢). Die Funk-
tion der Fahrradfahrerin Fiona heiBt dann fp(t). Lisa startet zum Zeitpunkt t=0. Zu
diesem Zeitpunkt hat sie 0 km zuriickgelegt, der zugehorige Punkt heifit somit P;(0|0),
der s-Achsenabschnitt ist also:

b=20

Die Steigung m erhalten wir iiber ein beliebiges Steigungsdreieck. Ich verwende dazu
die Geschwindigkeitsangabe von 6 Kilometern in einer Stunde, also 6 Kilometern in 60
Minuten.

Im Regelheft steht die Definition fiir die Steigung;:

e Ax
Auf die hier verwendeten Variablen s und ¢ iibertragen lautet die Formel:
B As
AL
Hier setze ich die Daten aus der Geschwindigkeitsangabe ein.
B As 6 01
MmN w0

Mit diesen Werten fiir m und b kann die Funkttionsgleichung angegeben werden. Da
b = 0 ist, kann b auch gleich weggelassen werden. Somit lautet die Funktion fiir Lisa:

fL = Oalt

Zu beachten ist, dass diese Funktion nur im Bereich zwischen 0 und 2,4 Kilometern giiltig
ist, weil Lisa nach 2,4 Kilometern an der Schule angekommen ist und somit nicht weiter
lauft. Das ist gleichbedeutend mit dem Zeitbereich von ¢t = 0 bis ¢ = 24. Mathematisch
wird so etwas als eingeschréankter Definitionsbereich bezeichnet. Das schreibt man
in dieser Form:®

D=RN{t0<t<24}

5Einzelheiten zur Mengenschreibweise siehe auch hier:
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/mengen.pdf
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Das liest sich so:

Die Menge aller Reellen Zahlen im Bereich zwischen 0 und 24
einschliefllich der Bereichsgrenzen.

Auch fiir die Fahrradfahrerin Fiona kann die Steigung aus der Geschwindigkeitsanga-
be von 18 Kilometern in einer Stunde bzw. 18 Kilometern in 60 Minuten entnommen
werden.
As 18
AT 60

Bis hier lautet die Funktionsgleichung demnach:

0,3

Der Parameter b muss noch berechnet werden. Wir wissen, dass Fiona zu ihrem Startzeit-
punkt ¢ = 17 die Strecke s = 0 zuriickgelegt hat. Dazu gehort der Punkt P;(14]0). Zur
Bestimmung des Parameters b konnen diese Werte in die Funktionsgleichung eingesetzt

werden.
fr(14) = 0
03-14+b = 0
42+b = 0 | —4,2
b = —4.2

Hiermit kann die Funktionsgleichung fiir die Fahrradfahrerin Fiona angegeben werden:

fr=0,3t— 42

Auch hier gibt es einen eingeschriankten Definitionsbereich. Gestartet ist sie zum Zeit-
punkt ¢t = 14. Wie man leicht ausrechnen kann, ist Fiona zum Zeitpunkt £ = 22 an der
Schule angekommen. Nur zwischen diesen beiden Werten ist die Funktion giiltig. Als
Definitionsbereich geschrieben sieht das so aus:

D=R\ {14 <t<22)

Zum Schluss muss noch berechnet werden, dann Fiona Lisa iiberholt. Mathematisch ge-
sehen ist das eine Schnittpunktbestimmung. Um die Koordinaten des Schnittpunktes
S(ts|ss) zu berechnen setzt man die Funktionsterme gleich.

fL(tS) = fF(t8>
0,1t, = 0,3t —4,2 | — 0,3t
—0,2ty, = —4.2 | : (—0,2
ty = 21

Ergebnis 1: 21 Minuten nach dem Start der Lauferin Lisa wird sie iiberholt. Weil sie um
8:00 Uhr losgelaufen ist, findet der Uberholvorgang um 8:21 Uhr statt.
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Die letzte Frage, die noch geklédrt werden muss, ist die Frage nach der Entfernung von der
Schule beim Uberholen. Dazu berechnen wir zuniichst die Strecke s, die zum Schnitt-
punkt gehort. Dazu setzt man den gefundenen Wert von ¢4 in eine beliebige der beiden
Funktionsgleichungen ein. Weil die Funktionsgleichung f; etwas einfacher ist, nehme ich
diese.

ss = fr(ts) =0,1-21=2,1

Nach einem gelaufenen Weg von 2,1 Kilometern wird die Léuferin Lisa iiberholt. Da der
Weg bis zur Schule 2.4 Kilometer lang ist, ist die Differenz der Abstand von der Schule.

Ergebnis 2: Der Uberholvorgang findet 0,3 Kilometer (oder 300 Meter) vor der Schule
statt.
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4.13 Aufgabe 13

Nebenstehend sind von

drei Schiilern die Weg- s
Zeit-Diagramme darge- {)k:\n
stellt. An der Weg-Achse o Beate
ist der Abstand von der 2.5 4 | Fabian
Schule eingetragen. Y RN
4.9

Erzéhlen Sie zu jedem 1.
Schulweg, was dort pas-

siert. ]
[Lea REES \
QQQQQ{
1

t
|
T

_—
les]

[« p)

—as 4 t

L6ésung: Beginnen wir mit Lea:

Sie wohnt 1,1 Kilometer von der Schule entfernt. Das kann man am s-Achsenabschnitt
ablesen. Der Funktionsgraph schneidet die t-Achse bei 11 Minuten. Sie ist also nach 11
Minuten an der Schule angekommen. Berechnen wir ihre Geschwindigkeit vy :

1,1 km 1km Olkm 6km
~ lmin  min fh o h

(%

Das ist eine typische FuBgéngergeschwindigkeit. Sie ist offenbar zu Fufl zur Schule ge-
gangen.

Jetzt kommen wir zu Fabian:

Er wohnt 2,7 Kilometer von der Schule entfernt. Als Lea von zu Hause losging, blieb
er noch weitere 3 Minuten zu Hause. Das zeigt die waagerechte Linie, die Entfernung
andete sich nicht. Den Schulweg bewiiltigt er dann in 9 Minuten. Berechnen wir auch
seine Geschwindigkeit vp:

2,7km 03km ngm 18km
P o min . min é_h_ h

Das ist fiir einen FuB3génger zu schnell, das ist eher die Geschwindigkeit eines Radfahrers,
der nicht allzu schnell fihrt. Fabian ist offenbar mit dem Rad zur Schule gefahren und
kam eine Minute nach Lea dort an.
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Nun zu Beate:

Sie entfernt sich zunéchst von der Schule! Warum macht sie das? Dabei legt sie in 2
Minuten 200 Meter zuriick. Das ist eine typische FuB3géngergeschwindigkeit. Man erkennt
das auch daran, dass der zugehorige Funktionsgraph hier die gleiche Steigung hat, wie
der von Lea, allerdings mit umgekehrtem Vorzeichen, weil sie in die ,falsche“ Richtung
lauft. Dann bewegt sie sich fiir zwei Minuten nicht von der Stelle. Anschlielend legt
sie in 5 Minuten (von Minute 4 bis Minute 9) eine Strecke von 3 Kilometern Richtung
Schule zuriick. Berechnen wir hierfiir ihre Geschwindigkeit vp:

3 km 06km O6km 36km
~ 5min | min é_h_ h

UB

Diese Geschwindigkeit ist zu Fufl nicht und mit dem Fahrrad nur sehr schwer zu schaf-
fen. Hier kommt eigentlich nur ein Bus, eine Stralenbahn oder &dhnliches in Betracht.
Offensichtlich nutzt sie den OPNV. Dafiir spricht auch, dass sie sich von Minute 2 bis
Minute 4 nicht weiterbewegt hat. Hier hat sie auf den Bus gewartet. Offenbar liegt die
heimische Bushaltestelle in der umgekehrten Richtung zur Schule. Deswegen musste sie
zunéchst noch 200 Meter in die ,,falsche” Richtung laufen. 200 Meter entfernt von der
Schule liegt die Haltestelle, wo sie aussteigen muss. Hier trifft sie auf Lea, die beiden
gehen die letzten 200 Meter gemeinsam zur Schule.
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